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Sammendrag

Gravitasjonskonstantens verdi, som anvendes i Newtons universelle gravitasjonslov, kan beregnes ved
a foreta folsom maling av gravitasjonsvekseslvirkningene mellom to masser. Denne svake kraften ble i eks-
perimentet malt ved a plassere masser i en torsjonspendel og male svingeperioden til de dempede harmo-
niske svingningene gravitasjonkreftene paferer. Den korrigerte gravitasjonskonstanten ble malt til a veere
(4.98 & 0.20) - 10~ "' Nm?kg 2. Dette avviket pa 25% fra kjent verdi for gravitasjonsonstanten [1] skyldes

feil i apparatur, utferelse og ytre forstyrrelser.

1 Innledning

Den universelle gravitasjonloven, som formulerer
tiltrekningskraften mellom to masser, ble presen-
tert av Isaac Newton i 1687[1]. Loven beskriver gra-
vitasjonvekselvirkningen som en kraft proporsjo-
nal med produktet av massene, og omvendt propor-
sjonal med tyngdepunktavstanden mellom massene.
Konstanten i formuleringen kalles gravitasjonskon-
stanten og ble gjennom eksperiment malt av Hendry
Cavendish i 1798[2], som har fatt eksperimentet opp-
kalt etter seg. Per i dag forenkler teknisk oppdatert
apparatur forseksprosedyren, men fysikkprinsippe-
ne bak eksperimentet er fortsatt de samme.

I denne rapporten beskrives hvordan man
med Cavendish-eksperimentet kan male gra-
vitasjonskreftene mellom blykuler ved a bruke
torsjonspendel til a undersgke dreiemomentet
pafert av gravitasjonsvekselsvirkningene. Ved
maling av svingeutslaget til de dempede harmonis-
ke svingningene pafert av gravitasjonskraft, kan
man implisitt fa et uttrykk for dette dreiemomentet.
Forsgket utfores med moderne apparatur.

2 Teori og metode

Gravitasjonskraften, F,;, mellom to legemer med
masse m; og meo, med avstand b mellom deres re-
spektive tyngdemidtpunkt, er gitt ved Newtons uni-
verselle gravitasjonslov[3]

mims

Fy =G5 (1)
G uttrykkes dermed ved
b2
G =F, (2)

F, er proporsjonal med massene, og siden blykule-
nes masse er relativ liten, er det nedvendig med seer-
deles falsomt apparatur. Ved a bruke en torsjonsvekt
med myk torsjonstrad, kan gnsket folsomhet oppnas.
Torsjonsvekten maler dreiemomentet, 7, staven
utsettes for grunnet gravitasjonsvekselsvirkninger
mellom massene. Da torsjonstradens lengde er mye
storre enn vinkelutslaget(torsjonvinkelen), 6, vil 7
veere proporsjonal med vinkelutslaget og torsjons-
tivheten, D, illustrert i figur 1.

Figur 1: Torsjon av stav som resultat av dreiemoment.

Dreiemomentet er dermed gitt ved

T=D6. (3)
Kraften som forarsaker dreiemomentet er gitt ved
T

F=—, (4)
,

hvor r er kraftens arm m.h.p. rotasjonsaksen til tor-
sjonpendelen. (3) innsatt i (4) gir
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Figur 2: Figuren viser oppsettet for torsjonsvekten.

1) Torsjonstrad vinkelrett ut av planet, 2) speil, 3) laser mot speil
og refleksjon av laser, 4) sma blykuler, 5) malestokk, 6) laserkil-
de, 7) store blykuler. Stiplet sirkel representerer posisjon 1 og

grafarget sirkel representerer posisjon 2.

Som figur 2 viser, bestar apparaturen av en tor-
sjonpendel med to like sma blykuler i avstand 2r.
Massen til torsjonspendelens arm er neglisjerbar i
forhold til kulenes masse. Forgvrig har torsjonspen-
delen oppgitte verdier gitt i tabell 1.

Tabell 1: Torsjonspendelens oppgitte verdier

Maling Maleverdi Usikkerhet
2r 100.0mm + 0.1lmm
m 0.015kg =+ 0.001kg
l 25cm + 1lcm
t-h (0.01-0.15)mm?

2r er avstand mellom m; og mo, m er tyngden
til de enkelte, sma masseelementene, [ er lengden
til torsjonstraden, og t og h er tversnittsbredde og
-lengde til torsjonstraden.

Avstanden fra den lille kulens likevektsposisjon
og tyngdemidtpunktet til den store blykulen, b, vil

bli halvparten av tykkelsen til torsjonspendelkam-
meret, dkammer, pluss halvparten av den gjennom-
snittlige diameteren til de store blykulene, d,

dkammer +d
— Shommer 72, ©

Utenfor kamrene er to sterre blykuler montert slik
at tyngdemidtpunktet deres er plassert pa det sam-
me horisontale planet som de sma blykulene. Dette
er hensiktsmessig siden jordas tyngdekraft ikke har
noen komponent pa dette planet.

b

Tabell 2: Manuelle méilinger

Maling Maleverdi  Usikkerhet
L 2.243m +0.005m
M, 1507.5¢g +0.05¢g
My 1505.0g +0.05g

dy 63.8mm  £0.5mm,
do 63.0 mm +0.5mm
diammer 30.5mm  +£0.5mm
b 472mm  £0.5mm

L er lengden mellom refleksen, montert pa tor-
sjonspendelen, og malestokken (se figur 2), M7 og
My er tyngden til de enkelte, store blykulene.

Gravitasjonskraften mellom blykulene kan be-
stemmes ved a male torsjonvinkelen. Figur 2 viser at
forholdet mellom dreiemomentet og torsjonvinkelen
ved posisjon 1 og 2 er gitt ved

2Fr 4+ 2Fr = D0y + D0s, (7)
noe som gir
po D ittt ()
T 4

r kan males direkte, men torsjonvinkelen og tor-
sjonsstivheten ma undersgkes neermere. Ut fra figur
2 ses det at laserstralen lager en vinkel 26 nar ar-
men lager en vinkel 6. S er utslagsdifferansen mel-
lom likevektspunktene, S og So,

S =S — S,

©)

og usikkerheten i S ved Gauss feilforplantnings-
lov blir dermed

AS = /(AS))2 + (AS,)2. (10)

L er lengden mellom speilet, montert pa torsjons-
pendelen, og malestokken. Dersom L>>S gjelder



S
= =2 (11)

Ligning (11) innsatt i (8) gir et utrykk for kraften

(61 + 62).

D S
F= 8r L’
hvor valg av stor L vil gi en bedre tilneerming til vin-
kelutslaget.

Torsjonstivheten kan bestemmes ved a se pa vin-
kelhastigheten til pendelsvingningen. Ettersom tor-
sjonspendelen utsettes for nytt dreiemoment, for-
skyves likevektsposisjonen, slik at pendelen svin-
ger dempet harmonisk rundt denne. Sammenhengen
mellom dreiemoment og vinkelhastighet er propor-
sjonal

(12)

=10, (13)

hvor I = 2mr?. Ettersom det er motkraften fra
traden pa pendelen som undersgkes, vil dreiemo-
mentet i ligning (3) skrives med negativt fortegn.
Ligning (13) innsatt i negativ ligning (3) gir dermed

0+ w0 =0, (14)

2 = D Enlesning av ligning (14) er

D
0(t) = Oy sinwt = Oy sin 4/ Tt'

Gitt svingeperioden, T' = %’T, kan torsjonsstivheten
uttrykkes ved

hvor w

4?1
D= Tz (15)
Den gjennomsnittlige svingeperioden vil veere gitt
ved

T
o htTe
2

(16)

Usikkerheten i T kan anslas som halvparten av
differansen mellom de to svingperiodene i de to re-
spektive maleseriene som blir foretatt, siden disse to
skulle ideelt sett veert like. Dette gir et uttrykk for
usikkerheten

_ N =T
o

Utrykket for gravitasjonskraften i ligning (12) inn-
satt i uttrykket for gravitasjonskonstanten, ligning

(2), gir

T (17)

D S b
==.Z. . 1
¢ 8 L mM (18)
(15) innsatt i (18) gir
Sb2r
G:7T2T2LM. (19)

Denne sammenhengen forutsetter at massene ikke
pavirkes av gravitasjonsvekselvirkninger med en
arm fra andre objekter, og at det opereres med sma
vinkler.

Uttrykket inneholder kun verdier som det er mu-
lig a male. Ved a anvende Gauss feilforplantningslov,
kan det dermed finnes et uttrykk for den absolutte
usikkerheten til den beregnede gravitasjonskonstan-
ten, uttrykt i form av usikkerhetene til de respektive
maleverdiene som foretas

sa=o{ () (3) (9 (5)
() ()

-

(20)

Ligning (19) forutsetter et isolert system, hvor de
sma blykulene kun pavirkes av gravitasjonskraften
fra den neermeste store blykulen. I realiteten ma ogsa
gravitasjonskraften mellom den lille og den store
blykulen ilengst avstand betraktes. Denne feilen kan
estimeres ved a se kraftuttrykket for gravitasjonen
mellom disse parvise kulene

, mM
Fo=0m

Figur 3 viser den utslagsgivende komponenten av
denne kraften, f, som peker motsatt av Fp, og har

(21)

en rettvinklet arm m.h.p. svingeaksen. Denne kom-
ponenten kan skrives som

3
f:Fé~sina:Gm‘;\4« b
b (b2 + 4r2)3

:FO'ﬂa

(22)

hVOI'B = W

Uten a korrigere for denne systematiske utslags-
givende faktoren, vil man finne en for lav verdi av
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Figur 3: Korreksjon av systematisk feil i Cavendish’ eksperiment

gravitasjonskonstanten. Kraften vi har regnet ut blir
dermed mer ngyaktig

Fy=Fy— f=Fy(1-p),

som gir et systematisk korrigert uttrykk for gravita-
sjonskonstanten

(23)

G

1-p

De nedvendige malingene for ligningen (19) ble
foretatt i to maleserier. I maleserie 1 ble de store
blykulene flyttet til posisjon 1 (se figur 2). Etter a
ha avventet normalisering av forstyrrende svingnin-
ger i 2.5 minutter, ble laserrefleksjonens posisjon pa
malestokken (svingeutslaget) avlest hvert 30. sekund
i 30 minutter. Dette muliggjorde kartlegging av like-
vektspunkt og svingeperiode.

Imaleserie 2 ble prosedyren gjentatt etter a ha flyt-
tet de store blykulene til posisjon 2. Malingene ble
behandlet ved hjelp av statistisk regresjon. En regre-
sjonsmodell basert pa dempet oscillering ble brukt i
folgende form

Gk:orr = (24)

2
S(t) = So + Aet sin(% +¢).

Statistisk feilanalyse av malingene gir et anslag av
feilmarginene til S og T'.

(25)

3 Resultater og maleverdier

3.1 Databehandling

Numerisk analyse av malingene med regresjonsmo-
dellen fra ligning (25) gir verdiene oppfert i tabell 3
og 4. Disse verdiene gir felgende verdi for gravita-
sjonskonstanten ved ligning (19)

G~4.59 107" Nm?kg2

Et grafisk plott av svingeutslaget som en funksjon
av tid er gitt i figur 4 og 5.

380

T T T
= Malte verdier
—— Tilpasningskurve S(t) = Sy + Ae *sin(2nt/T + ¢)
,,,,, i i

Likevektslinje
370 ————— Innhyllingskurver

w
&
3
—

@
{
S

T
|

Svingeutslag, S(t) [mm]

w
=]
S
T
L

w
8
S

T
—
L

300

L L L L L L L L
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Tid, ¢ [3]

1800

Figur 4: Maleserie #1: Grafen viser den dempede harmoniske
svingingen som en funksjon av tid, om likevektsposisjonen - den
helstrukne rede linjen. Enkeltmalingene er plottet som bla prik-
ker.

Tabell 3: Maleserie #1 databehandling
Maling Verdi

S 340.5mm
T 664s
AS; 0.2mm
ATl 2s

Tabell 4: Maleserie #2 databehandling
Maling Verdi

So 402.0mm
T2 656s
AS, 0.2mm
ATQ 1s

Det er regresjonmodellen fra ligning (25) som gir
funksjonene som er plottet med rad, helstrukket linje
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Figur 5: Maleserie #2: Grafen viser en dempet harmonisk svin-
ging tilsvarende figur 4, med en forskjovet likevektsposisjon.

i figur 4 og 5. Den blastiplede linjen indikerer syste-
met energitap gitt ved amplitudens demping, Ae~%*.

3.2 Usikkerhetsberegning

For a korrigere for systematisk feil, benyttes ligning
(24)
Grorr ~4.98-1071' Nm? kg 2.

S beregnes ved ligning (9) til
S =0.06150m.
Og usikkerheten i S beregnes ved ligning (10) til
AS ~2.335-10 " m.

Gjennomsnittlig svingeperiode er beregnet ved lig-
ning (16) til -
T = 660s.

Usikkerheten i T anslas ved ligning (17) til
AT =4s.

Dette tyder pa tilfeldige feil. Usikkerhet ved Gauss’
feilforplantnignslov fra ligning (20) er

AG =~ 0.2-107 " Nm? kg2

3.3 Endelig tallverdi

Vi antar at usikkerheten knyttet til G regnet ved lig-
ning (19), er tilneermet lik for den korrigerte verdien.
Dette gir dermed den endelige beregnede tallverdien
for gravitasjonskonstanten som

Gkor'r = (498 + 020) . 10_11Nm2kg72

4 Diskusjon

Det beregnede resultatet for gravitasjons-
konstanten avviker fra den kjente verdien
for G, 6.67-107"Nm?kg=2 [1], med ca.
24-107" Nm?kg=2. Med den systematis-
ke korrigeringen reduseres differansen til ca.
1.7-107""Nm?kg=2. Dette tyder pa gjen-
nomgaende feil i eksperimentet.

Cavendish-eksperimentet ble gjennomfert av flere
grupper samtidig med lignende apparatur og under
tilsvarende omstendigheter. Alle gruppene fikk re-
sultater som avviket fra kjent G i det omtrentlige in-
tervallet [-2.5, —1.8]Nm?kg 2. Dette indikerer sys-
tematisk gjennomgaende feil i apparaturen. Ved til-
feldige feil som den sterste kilden til avvik, ville det
veere forventet at alle gruppene ville fa sluttresulta-
ter som la tilfeldig spredt fra den kjente verdien for
G.

Ettersom var utregning av G forutsatte et isolert
system, var ytre forstyrrelser en uheldig feilkilde. Fra
figur 4 ser vi at enkeltmalingene av svingeutslaget
avviker fra den lineere regresjonsmodellen. Avviket
kan skyldes ytre pavirkninger ettersom torsjonspen-
delen var plassert neerme en der med mye trafikk.
Dette kan ha resultert i vibrasjoner og trekk som inn-
virket pa svingutslaget til torsjonspendelen.

Andre tilfeldige feil i eksperimentet er relatert
til avlesningen av svingutslaget. Dette inkluderer
menneskelige feil relatert til syemal, apparaturbe-
grensninger som malestokkens opplesning og la-
serenstralens skarphet. Tidsintervallet mellom hver
maling skulle veert pa 30 sekunder, men her kan
menneskelige uneyaktigheter ha forekommet. Feile-
ne pavirker verdien for bade T' og S. Ligning (19)
viser at at resultatet for G’ er omvendt proporsjonalt
med kvadratet av 7, og feilestimering av 7" vil derfor
innvirke betraktelig pa det endelige resultatet.

I tillegg forutsetter bruken av ligning (19)
at massene av blykulene er ekvivalente - noe
tyngdemalingene viser de ikke er. Usikkerheten i
de manuelle avstands- og tyngedmalingen pavirker
ogsa usikkerheten i G.

5 Konklusjon

Den endelige korrigerte verdien for gravitasjonskon-
staten med feilestimat malte vi til (4.98 + 0.20) -
10~""Nm?kg 2. Dette er et avvik pa omtrent 25%
fra kjent gravitasjonkonstant[1].



Til tross for at de innvirkende feilkildene farte til
et avvikende resultat, ser vi at den beregnede grav-
tasjonskonstaten er av samme stgrrelsesorden som
den aksepterte verdien.
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