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Sammendrag

Gravitasjonskonstantens verdi, som anvendes i Newtons universelle gravitasjonslov, kan beregnes ved
å foreta følsom måling av gravitasjonsvekseslvirkningene mellom to masser. Denne svake kra�en ble i eks-
perimentet målt ved å plassere masser i en torsjonspendel og måle svingeperioden til de dempede harmo-
niske svingningene gravitasjonkre�ene påfører. Den korrigerte gravitasjonskonstanten ble målt til å være
(4.98± 0.20) · 10−11Nm2kg−2. De�e avviket på 25% fra kjent verdi for gravitasjonsonstanten [1] skyldes
feil i apparatur, utførelse og ytre forstyrrelser.

1 Innledning
Den universelle gravitasjonloven, som formulerer
tiltrekningskra�en mellom to masser, ble presen-
tert av Isaac Newton i 1687[1]. Loven beskriver gra-
vitasjonvekselvirkningen som en kra� proporsjo-
nal med produktet av massene, og omvendt propor-
sjonal med tyngdepunktavstanden mellom massene.
Konstanten i formuleringen kalles gravitasjonskon-
stanten og ble gjennom eksperiment målt av Hendry
Cavendish i 1798[2], som har få� eksperimentet opp-
kalt e�er seg. Per i dag forenkler teknisk oppdatert
apparatur forsøksprosedyren, men fysikkprinsippe-
ne bak eksperimentet er fortsa� de samme.

I denne rapporten beskrives hvordan man
med Cavendish-eksperimentet kan måle gra-
vitasjonskre�ene mellom blykuler ved å bruke
torsjonspendel til å undersøke dreiemomentet
påført av gravitasjonsvekselsvirkningene. Ved
måling av svingeutslaget til de dempede harmonis-
ke svingningene påført av gravitasjonskra�, kan
man implisi� få et u�rykk for de�e dreiemomentet.
Forsøket utføres med moderne apparatur.

2 Teori og metode
Gravitasjonskra�en, Fg , mellom to legemer med
masse m1 og m2, med avstand b mellom deres re-
spektive tyngdemidtpunkt, er gi� ved Newtons uni-
verselle gravitasjonslov[3]

Fg = G
m1m2

b2
. (1)

G u�rykkes dermed ved

G = Fg
b2

m1m2
. (2)

Fg er proporsjonal med massene, og siden blykule-
nes masse er relativ liten, er det nødvendig med sær-
deles følsomt apparatur. Ved å bruke en torsjonsvekt
med myk torsjonstråd, kan ønsket følsomhet oppnås.
Torsjonsvekten måler dreiemomentet, τ , staven
utse�es for grunnet gravitasjonsvekselsvirkninger
mellom massene. Da torsjonstrådens lengde er mye
større enn vinkelutslaget(torsjonvinkelen), θ, vil τ
være proporsjonal med vinkelutslaget og torsjons-
tivheten, D, illustrert i �gur 1.
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Figur 1: Torsjon av stav som resultat av dreiemoment.

Dreiemomentet er dermed gi� ved

τ = Dθ. (3)

Kra�en som forårsaker dreiemomentet er gi� ved

F =
τ

r
, (4)

hvor r er kra�ens arm m.h.p. rotasjonsaksen til tor-
sjonpendelen. (3) innsa� i (4) gir
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F =
D

r
θ. (5)
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Figur 2: Figuren viser oppse�et for torsjonsvekten.
1) Torsjonstråd vinkelre� ut av planet, 2) speil, 3) laser mot speil
og re�eksjon av laser, 4) små blykuler, 5) målestokk, 6) laserkil-
de, 7) store blykuler. Stiplet sirkel representerer posisjon 1 og
gråfarget sirkel representerer posisjon 2.

Som �gur 2 viser, består apparaturen av en tor-
sjonpendel med to like små blykuler i avstand 2r.
Massen til torsjonspendelens arm er neglisjerbar i
forhold til kulenes masse. Forøvrig har torsjonspen-
delen oppgi�e verdier gi� i tabell 1.

Tabell 1: Torsjonspendelens oppgi�e verdier
Måling Måleverdi Usikkerhet
2r 100.0mm ± 0.1mm
m 0.015kg ± 0.001kg
l 25cm ± 1cm
t · h (0.01·0.15)mm2

2r er avstand mellom m1 og m2, m er tyngden
til de enkelte, små masseelementene, l er lengden
til torsjonstråden, og t og h er tversni�sbredde og
-lengde til torsjonstråden.

Avstanden fra den lille kulens likevektsposisjon
og tyngdemidtpunktet til den store blykulen, b, vil

bli halvparten av tykkelsen til torsjonspendelkam-
meret, dkammer , pluss halvparten av den gjennom-
sni�lige diameteren til de store blykulene, d,

b =
dkammer + d

2
. (6)

Utenfor kamrene er to større blykuler montert slik
at tyngdemidtpunktet deres er plassert på det sam-
me horisontale planet som de små blykulene. De�e
er hensiktsmessig siden jordas tyngdekra� ikke har
noen komponent på de�e planet.

Tabell 2: Manuelle målinger
Måling Måleverdi Usikkerhet
L 2.243 m ±0.005 m
M1 1507.5 g ±0.05 g
M2 1505.0 g ±0.05 g
d1 63.8 mm ±0.5 mm,
d2 63.0 mm ±0.5 mm
dkammer 30.5 mm ±0.5 mm
b 47.2 mm ±0.5 mm

L er lengden mellom re�eksen, montert på tor-
sjonspendelen, og målestokken (se �gur 2), M1 og
M2 er tyngden til de enkelte, store blykulene.

Gravitasjonskra�en mellom blykulene kan be-
stemmes ved å måle torsjonvinkelen. Figur 2 viser at
forholdet mellom dreiemomentet og torsjonvinkelen
ved posisjon 1 og 2 er gi� ved

2Fr + 2Fr = Dθ1 +Dθ2, (7)

noe som gir

F =
D

r
· θ1 + θ2

4
. (8)

r kan måles direkte, men torsjonvinkelen og tor-
sjonsstivheten må undersøkes nærmere. Ut fra �gur
2 ses det at laserstrålen lager en vinkel 2θ når ar-
men lager en vinkel θ. S er utslagsdi�eransen mel-
lom likevektspunktene, S1 og S2,

S = |S1 − S2|, (9)

og usikkerheten i S ved Gauss feilforplantnings-
lov blir dermed

∆S =
√

(∆S1)2 + (∆S2)2. (10)

L er lengden mellom speilet, montert på torsjons-
pendelen, og målestokken. Dersom L>>S gjelder
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S

L
= 2(θ1 + θ2). (11)

Ligning (11) innsa� i (8) gir et utrykk for kra�en

F =
D

8r
· S
L
, (12)

hvor valg av storL vil gi en bedre tilnærming til vin-
kelutslaget.

Torsjonstivheten kan bestemmes ved å se på vin-
kelhastigheten til pendelsvingningen. E�ersom tor-
sjonspendelen utse�es for ny� dreiemoment, for-
skyves likevektsposisjonen, slik at pendelen svin-
ger dempet harmonisk rundt denne. Sammenhengen
mellom dreiemoment og vinkelhastighet er propor-
sjonal

τ = Iθ̈, (13)

hvor I = 2mr2. E�ersom det er motkra�en fra
tråden på pendelen som undersøkes, vil dreiemo-
mentet i ligning (3) skrives med negativt fortegn.
Ligning (13) innsa� i negativ ligning (3) gir dermed

θ̈ + ω2θ = 0, (14)

hvor ω2 = D
I . En løsning av ligning (14) er

θ(t) = θ0 sinωt = θ0 sin

√
D

I
t.

Gi� svingeperioden, T = 2π
ω , kan torsjonsstivheten

u�rykkes ved

D =
4π2I

T 2
. (15)

Den gjennomsni�lige svingeperioden vil være gi�
ved

T̄ =
T1 + T2

2
. (16)

Usikkerheten i T kan anslås som halvparten av
di�eransen mellom de to svingperiodene i de to re-
spektive måleseriene som blir foreta�, siden disse to
skulle ideelt se� vært like. De�e gir et u�rykk for
usikkerheten

T =
|T1 − T2|

2
. (17)

Utrykket for gravitasjonskra�en i ligning (12) inn-
sa� i u�rykket for gravitasjonskonstanten, ligning
(2), gir

G =
D

8r
· S
L
· b2

mM
. (18)

(15) innsa� i (18) gir

G = π2 Sb2r

T 2LM
. (19)

Denne sammenhengen forutse�er at massene ikke
påvirkes av gravitasjonsvekselvirkninger med en
arm fra andre objekter, og at det opereres med små
vinkler.

U�rykket inneholder kun verdier som det er mu-
lig å måle. Ved å anvende Gauss feilforplantningslov,
kan det dermed �nnes et u�rykk for den absolu�e
usikkerheten til den beregnede gravitasjonskonstan-
ten, u�rykt i form av usikkerhetene til de respektive
måleverdiene som foretas

∆G = G

((
∆S

S

)2

+

(
2

∆b

b

)2

+

(
∆r

r

)2

+

(
2

∆T

T

)2

+

(
∆L

L

)2

+

(
∆M

M

)2
) 1

2

.

(20)

Ligning (19) forutse�er et isolert system, hvor de
små blykulene kun påvirkes av gravitasjonskra�en
fra den nærmeste store blykulen. I realiteten må også
gravitasjonskra�en mellom den lille og den store
blykulen i lengst avstand betraktes. Denne feilen kan
estimeres ved å se kra�u�rykket for gravitasjonen
mellom disse parvise kulene

F ′0 = G
mM

4r2 + b2
. (21)

Figur 3 viser den utslagsgivende komponenten av
denne kra�en, f , som peker motsa� av F0, og har
en re�vinklet arm m.h.p. svingeaksen. Denne kom-
ponenten kan skrives som

f = F ′0 · sinα = G
mM

b2
· b3√

(b2 + 4r2)3
= F0 · β,

(22)
hvor β = b3√

(b2+4r2)3
.

Uten å korrigere for denne systematiske utslags-
givende faktoren, vil man �nne en for lav verdi av
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Figur 3: Korreksjon av systematisk feil i Cavendish’ eksperiment

gravitasjonskonstanten. Kra�en vi har regnet ut blir
dermed mer nøyaktig

F ′0 = F0 − f = F0(1− β), (23)

som gir et systematisk korrigert u�rykk for gravita-
sjonskonstanten

Gkorr =
G

1− β
. (24)

De nødvendige målingene for ligningen (19) ble
foreta� i to måleserier. I måleserie 1 ble de store
blykulene �y�et til posisjon 1 (se �gur 2). E�er å
ha avventet normalisering av forstyrrende svingnin-
ger i 2.5 minu�er, ble laserre�eksjonens posisjon på
målestokken (svingeutslaget) avlest hvert 30. sekund
i 30 minu�er. De�e muliggjorde kartlegging av like-
vektspunkt og svingeperiode.

I måleserie 2 ble prosedyren gjenta� e�er å ha �yt-
tet de store blykulene til posisjon 2. Målingene ble
behandlet ved hjelp av statistisk regresjon. En regre-
sjonsmodell basert på dempet oscillering ble brukt i
følgende form

S(t) = S0 +Ae−αt sin(
2π

T
+ φ). (25)

Statistisk feilanalyse av målingene gir et anslag av
feilmarginene til S og T .

3 Resultater og måleverdier

3.1 Databehandling
Numerisk analyse av målingene med regresjonsmo-
dellen fra ligning (25) gir verdiene oppført i tabell 3
og 4. Disse verdiene gir følgende verdi for gravita-
sjonskonstanten ved ligning (19)

G ≈ 4.59 · 10−11 N m2 kg−2.

Et gra�sk plo� av svingeutslaget som en funksjon
av tid er gi� i �gur 4 og 5.
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M8alte verdier
Tilpasningskurve S(t) = S0 +Ae!,t sin(2:t=T + ?)
Likevektslinje
Innhyllingskurver

Figur 4: Måleserie #1: Grafen viser den dempede harmoniske
svingingen som en funksjon av tid, om likevektsposisjonen - den
helstrukne røde linjen. Enkeltmålingene er plo�et som blå prik-
ker.

Tabell 3: Måleserie #1 databehandling
Måling Verdi
S1 340.5mm
T1 664s
∆S1 0.2mm
∆T1 2s

Tabell 4: Måleserie #2 databehandling
Måling Verdi
S2 402.0mm
T2 656s
∆S2 0.2mm
∆T2 1s

Det er regresjonmodellen fra ligning (25) som gir
funksjonene som er plo�et med rød, helstrukket linje
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Figur 5: Måleserie #2: Grafen viser en dempet harmonisk svin-
ging tilsvarende �gur 4, med en forskjøvet likevektsposisjon.

i �gur 4 og 5. Den blåstiplede linjen indikerer syste-
met energitap gi� ved amplitudens demping,Ae−αt.

3.2 Usikkerhetsberegning
For å korrigere for systematisk feil, beny�es ligning
(24)

Gkorr ≈ 4.98 · 10−11 N m2 kg−2.

S beregnes ved ligning (9) til

S = 0.061 50 m.

Og usikkerheten i S beregnes ved ligning (10) til

∆S ≈ 2.335 · 10−4 m.

Gjennomsni�lig svingeperiode er beregnet ved lig-
ning (16) til

T̄ = 660 s.

Usikkerheten i T anslås ved ligning (17) til

∆T = 4 s.

De�e tyder på tilfeldige feil. Usikkerhet ved Gauss’
feilforplantnignslov fra ligning (20) er

∆G ≈ 0.2 · 10−11 N m2 kg−2.

3.3 Endelig tallverdi
Vi antar at usikkerheten kny�et tilG regnet ved lig-
ning (19), er tilnærmet lik for den korrigerte verdien.
De�e gir dermed den endelige beregnede tallverdien
for gravitasjonskonstanten som

Gkorr = (4.98± 0.20) · 10−11Nm2kg−2

4 Diskusjon
Det beregnede resultatet for gravitasjons-
konstanten avviker fra den kjente verdien
for G, 6.67 · 10−11 N m2 kg−2 [1], med ca.
2.4 · 10−11 N m2 kg−2. Med den systematis-
ke korrigeringen reduseres di�eransen til ca.
1.7 · 10−11 N m2 kg−2. De�e tyder på gjen-
nomgående feil i eksperimentet.

Cavendish-eksperimentet ble gjennomført av �ere
grupper samtidig med lignende apparatur og under
tilsvarende omstendigheter. Alle gruppene �kk re-
sultater som avviket fra kjentG i det omtrentlige in-
tervallet [−2.5,−1.8]Nm2kg−2.De�e indikerer sys-
tematisk gjennomgående feil i apparaturen. Ved til-
feldige feil som den største kilden til avvik, ville det
være forventet at alle gruppene ville få slu�resulta-
ter som lå tilfeldig spredt fra den kjente verdien for
G.

E�ersom vår utregning av G forutsa�e et isolert
system, var ytre forstyrrelser en uheldig feilkilde. Fra
�gur 4 ser vi at enkeltmålingene av svingeutslaget
avviker fra den linære regresjonsmodellen. Avviket
kan skyldes ytre påvirkninger e�ersom torsjonspen-
delen var plassert nærme en dør med mye tra�kk.
De�e kan ha resultert i vibrasjoner og trekk som inn-
virket på svingutslaget til torsjonspendelen.

Andre tilfeldige feil i eksperimentet er relatert
til avlesningen av svingutslaget. De�e inkluderer
menneskelige feil relatert til øyemål, apparaturbe-
grensninger som målestokkens oppløsning og la-
serenstrålens skarphet. Tidsintervallet mellom hver
måling skulle vært på 30 sekunder, men her kan
menneskelige unøyaktigheter ha forekommet. Feile-
ne påvirker verdien for både T og S. Ligning (19)
viser at at resultatet for G er omvendt proporsjonalt
med kvadratet av T , og feilestimering av T vil derfor
innvirke betraktelig på det endelige resultatet.

I tillegg forutse�er bruken av ligning (19)
at massene av blykulene er ekvivalente - noe
tyngdemålingene viser de ikke er. Usikkerheten i
de manuelle avstands- og tyngedmålingen påvirker
også usikkerheten i G.

5 Konklusjon
Den endelige korrigerte verdien for gravitasjonskon-
staten med feilestimat målte vi til (4.98 ± 0.20) ·
10−11Nm2kg−2. De�e er et avvik på omtrent 25%
fra kjent gravitasjonkonstant[1].
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Til tross for at de innvirkende feilkildene førte til
et avvikende resultat, ser vi at den beregnede grav-
tasjonskonstaten er av samme størrelsesorden som
den aksepterte verdien.
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